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 Penulis 
 
 ABSTRAK 
 
Misalkan   adalah graf terhubung dan   adalah suatu sub himpunan titik 
pada graf terhubung  . Himpunan   disebut himpunan penentu pada   jika untuk 
setiap titik pada graf   memiliki representasi jarak yang berbeda terhadap  . 
Himpunan penentu dengan banyak anggota minimum disebut himpunan penentu 
minimum atau basis dari   dan kardinalitas himpunan tersebut menyatakan 
dimensi metrik pada graf  , dinotasikan dengan         
Pada skripsi ini dibahas mengenai dimensi metrik graf helm      yang 
dikontruksi dari graf roda      . Berdasarkan hasil pembahasan diperoleh bahwa  
                ⌊
    
 
⌋ untuk     dan       
Kata Kunci : Himpunan Penentu, Graf Roda, Graf Helm, Dimensi Metrik. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 ABSTRACT 
 
If   is a connected graph and   be a vertices subset on a connected graph  . 
The set S is called resolving set for   if every vertex on graph   has distinct 
representation of  . A resolving set containing a minimum number of vertices is 
called resolving set minimum or basis for   and the cardinality of resolving set is 
the metric dimension on graph  , denoted by         
In the thesis discussed about metric dimension of helm graph      
constructed from graph wheel     . Based on the discussion of the results 
obtained that                  ⌊
    
 
⌋ for     and       
Keyword : Resolving Set, Wheel Graph, Helm Graph, Metric Dimension. 
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 BAB I 
PENDAHULUAN 
 
Pada bab ini dibahas mengenai latar belakang masalah, rumusan masalah, 
batasan masalah, tujuan penulisan, manfaat penulisan, dan sistematika penulisan 
dari skripsi ini. 
1.1 Latar Belakang 
Ilmu matematika merupakan alat bantu untuk menyederhanakan penyajian 
dan pemahaman masalah. Dalam bahasa matematika, suatu masalah dapat 
menjadi sederhana untuk disajikan, dipahami, dianalisis, dan dipecahkan.   Untuk 
keperluan tersebut, maka pertama dicari pokok masalahnya kemudian dibuat 
rumusan atau model matematikanya sehingga masalah lebih mudah dipecahkan.  
Salah satu konsep dari disiplin ilmu matematika adalah teori graf. Teori graf 
pertama kali diperkenalkan oleh matematikawan Swiss bernama Leonhard Euler 
pada tahun 1736 ketika mendiskusikan mengenai persoalan jembatan Konigsberg 
Rusia. Cikal bakal dari teori graf dinyatakan dalam bentuk permainan atau teka-
teki. Tetapi sekarang teori graf telah dapat memberikan kerangka dasar bagi 
banyak persoalan yang berhubungan dengan struktur dan hubungan antara suatu 
obyek diskrit dalam bentuk apapun. Graf menggambarkan struktur tersebut dalam 
beberapa objek yang dinyatakan dengan noktah, bulatan atau titik sedangkan 
hubungan antara objek dinyatakan dengan garis. 
 Seiring dengan kemajuan ilmu pengetahuan dan teknologi, akhir-akhir ini 
banyak sekali penelitian-penelitian terbaru tentang graf. Salah satu topik yang 
banyak dibicarakan adalah dimensi metrik. Dimensi metrik pada suatu graf 
pertama kali diperkenalkan oleh F. Harary dan R. A Melter (1976)  pada jurnal 
berjudul on the metric dimension of a graph.  
Untuk menentukan dimensi metrik graf ada beberapa konsep yang 
digunakan. Pertama adalah konsep jarak antara dua titik pada suatu graf. Misalkan 
  dan   adalah titik-titik pada graf terhubung  , maka jarak antara titik   dan   
pada graf   adalah panjang lintasan terpendek antara   dan   pada  , dinotasikan 
dengan       . Konsep lainnya adalah himpunan penentu (resolving set). Suatu 
himpunan bagian   dari himpunan titik   disebut himpunan penentu  pada    jika 
setiap titik di   mempunyai representasi yang berbeda terhadap  . Himpunan 
penentu yang memiliki anggota (kardinalitas) yang minimum disebut himpunan 
penentu minimum (minimum resolving set) dan anggota pada himpunan penentu 
minimum disebut basis, sedangkan jumlah anggota dari basis tersebut disebut 
dimensi metrik dari   dan dinotasikan dengan       .   
Berdasarkan hasil penelitian beberapa peneliti terdahulu, dimensi metrik dari 
beberapa jenis graf sudah diketahui, diantaranya adalah graf roda dan graf 
lingkaran. Misalnya, Buczkowski dkk (2003) menemukan dimensi metrik graf 
roda   dengan    . Lebih jelasnya, jika      dan     dimensi metrik   
adalah ⌊
    
 
⌋, sedangkan untuk     dan   dimensi metrik   adalah  .  
Namun demikian, beberapa graf yang dikonstruksi dari graf roda belum 
ditemukan dimensi metriknya, misalnya graf helm (helm graph). Graf helm    
 adalah graf yang dikonstruksi dari graf roda dengan menambahkan sisi pendant 
pada setiap titik dari lingkaran luar graf roda. 
1.2 Rumusan Masalah 
Adapun rumusan masalah yang akan dibahas dalam penulisan skripsi ini 
adalah bagaimana menentukan dimensi metrik graf helm. 
1.3 Batasan Masalah 
Batasan masalah dalam penulisan skripsi ini dibatasi pada penentuan 
dimensi metrik graf helm hingga   titik.  
1.4 Tujuan Penulisan  
Tujuan penulisan skripsi ini adalah menentukan dimensi metrik graf helm. 
1.5 Manfaat Penulisan  
Adapun manfaat yang diharapkan dalam penulisan skripsi ini adalah      
untuk menambah pemahaman tentang konsep teori graf khususnya dimensi metrik 
suatu graf. 
 
 
 
 
 
 BAB II 
TINJAUAN PUSTAKA 
 
Pada bab ini dibahas beberapa materi yang dijadikan landasan teori untuk 
memahami penentuan dimensi metrik suatu graf, khususnya graf helm. Materinya 
meliputi beberapa definisi, istilah-istilah dalam teori graf  termasuk dimensi 
metrik. Adapun definisi, istilah-istilah, dan contoh yang dibahas pada bab ini 
umumnya dikutip dari referensi [1], [2], [3], [4], [5], [6], [7], dan [8]. 
2.1 Terminologi Graf  
Pada sub bab ini dibahas beberapa definisi dan istilah-istilah dalam teori graf 
beserta contoh yang digunakan dalam penulisan skripsi ini. 
Definisi 2.1 Graf   adalah pasangan himpunan       dengan   adalah 
himpunan tidak kosong dan berhingga dari obyek-obyek yang disebut sebagai 
titik dan   adalah himpunan (mungkin kosong) pasangan tidak terurut dari titik-
titik berbeda di   yang disebut sebagai sisi. 
 Himpunan titik di   dinotasikan dengan      dan himpunan sisi 
dinotasikan dengan       Sedangkan banyaknya unsur di   disebut order dari   
dan dilambangkan dengan      dan banyaknya unsur di   disebut ukuran dari   
dan dilambangkan dengan       
Berdasarkan Definisi 2.1, didefinisikan graf sederhana adalah  graf yang 
tidak mempunyai sisi ganda (multiple edges) dan loop. Dua buah sisi disebut 
 ganda pada suatu graf jika kedua sisi tersebut mempunyai titik ujung yang sama. 
Sedangkan yang disebut dengan loop adalah suatu sisi yang mempunyai titik 
ujung sama. Pada pembahasan skripsi ini, graf   yang dibahas adalah graf 
sederhana. 
Titik pada suatu graf dapat disimbolkan dengan huruf, seperti 
               atau bilangan asli, seperti        atau gabungan keduanya, 
sedangkan sisi dapat disimbolkan dengan           . 
Contoh 2.1  
 
 
 
 
 Gambar 2.1. Graf G dengan 6 titik 
Graf pada Gambar 2.1, memiliki himpunan titik dan himpunan sisi sebagai 
berikut : 
     {                 }   
       {                 }  
sehingga        dan       . 
v1
v3v2
v4
v5v6
e1
e2
e3
e4e6
e5
 Definisi 2.2 Misal   adalah graf dengan            Jika      adalah sisi 
pada   maka   dan   disebut bertetangga (adjacent), sedangkan   disebut terkait 
(incident) dengan    dan   disebut terkait dengan       
Contoh 2.2  
 
 
 
Gambar 2.2. Graf   dengan empat titik 
Pada Gambar 2.2 diketahui bahwa pasangan titik yang terhubung langsung 
(adjacent) yaitu                          dan        . Titik    terkait langsung 
(incident) dengan sisi    dan sisi    terkait langsung (incident) dengan titik    
tetapi titik    tidak terkait langsung (incident) dengan sisi   , demikian juga 
sebaliknya, yaitu sisi    tidak terkait langsung (incident) dengan titik     
 
Definisi 2.3 Derajat (degree) dari suatu titik   pada graf   adalah banyaknya sisi 
yang terkait dengan titik   dan dinotasikan dengan deg  ). 
 
Suatu titik yang berderajat 0 disebut titik terisolasi dan titik yang berderajat 1 
disebut titik ujung. Derajat minimum titik di   dinotasikan dengan      dan 
derajat maksimum titik di   dinotasikan dengan       
 
2v
1v
3v
4v
1e
2e
4e
3e
 Contoh 2.3  
 
 
 
 
Gambar 2.3. Graf   dengan 5 titik 
Derajat titik-titik graf pada Gambar 2.3 adalah sebagai berikut : 
                                                 . 
Dengan demikian, dipeoleh         dan       .  
Definisi 2.4 Misal   adalah graf dengan            Lintasan dari titik   ke 
titik   pada graf    dinotasikan dengan       adalah barisan selang-seling 
antar titik dan sisi,                               , dimulai dengan titik   
dan diakhiri dengan titik    di mana            untuk             dan tidak 
terdapat pengulangan titik dan sisi. 
Contoh 2.4 
 
 
Gambar 2.4. Graf   dengan 4 titik 
Graf pada Gambar 2.4, memiliki lintasan dengan barisan sisi yaitu 
                 dan        .  
v1 v2
v3v5
1e
2e
3e
4e5e v4
6e
v1 v2
v4 v3
 Definisi 2.5 Misal   adalah graf dengan         . Graf   disebut graf 
terhubung (connected), jika setiap dua titik yang berbeda di   terdapat suatu 
lintasan dari   ke     
Definisi 2.6 Jarak (distance) antara titik    dan   pada graf  , dinotasikan 
dengan       , adalah panjang lintasan terpendek antara   dan   pada  . 
Contoh 2.5 
 
 
 
Gambar 2.5. Graf   dengan 5 titik 
Pada Gambar 2.5 diperoleh 
                                                        
                                                        
                                                        
            
2.2 Graf Roda dan Graf Helm 
Pada sub bab ini dibahas tentang definisi graf roda dan graf helm serta 
beberapa definisi yang berkaitan dengan kedua graf tersebut. 
Definisi 2.7 Graf lingkaran (cycle) adalah graf terhubung yang semua titiknya 
berderajat dua. 
v1
v2
v3
v5 v4
 Contoh 2.6 
 
 
Gambar 2.6. Graf    
Definisi 2.8 Graf roda (wheel) adalah graf terhubung  yang dikonstruksi dari graf 
lingkaran     dinotasikan dengan     dengan menambahkan satu titik   sebagai 
titik pusat dan n sisi sedemikian sehingga   bertetangga dengan semua titik pada 
lingkaran   .  
Contoh 2.7 
 
 
 
 
Gambar 2.7. Graf  Roda   
Berdasarkan hasil penelitian Buczkowski dkk. pada tahun 2003, diperoleh 
dimensi metrik dari graf roda Wn. Dimensi metrik dari graf roda    jika     
dan     adalah ⌊
    
 
⌋. Untuk     dan   diperoleh dimensi metriknya  .  
1v
5v
4v
3v
6v
2v
c
4v5v
1v 2v
3v6v
 Definisi 2.9 Sisi pendant adalah sebuah sisi yang terkait (incident) dengan titik 
ujung (pendant) pada graf  . 
Definisi 2.10 Graf Helm      adalah graf terhubung berorder      dan 
berukuran    yang dikonstruksi dari graf roda    dengan menambahkan sisi 
pendant pada setiap titik pada lingkaran    .       
Contoh 2.8 
 
 
 
 
 
Gambar 2.8. Graf  Helm    
2.3 Dimensi Metrik 
Pada sub bab ini dibahas tentang istilah-istilah yang berkaitan dengan 
dimensi metrik dari suatu graf. 
Misalkan           adalah suatu graf terhubung sederhana, dan                                  
                      . 
Definisi 2.11 Representasi dari   terhadap   adalah pasangan  -tuple yaitu 
       (                                  )  
1a 2a
4a
3a
5a
6a
1b 2b
3b
4b5b
6b c
 Definisi 2.12 Himpunan   merupakan himpunan penentu pada graf   jika titik-
titik pada graf   mempunyai representasi yang berbeda terhadap  . 
Definisi 2.13 Himpunan penentu yang memiliki anggota (kardinalitas) yang 
minimum disebut himpunan penentu (resolving set) minimum pada graf    
Definisi 2.14  Anggota-anggota pada himpunan penentu minimum disebut basis.  
Definisi 2.15 Dimensi metrik dari   dinotasikan dengan        yang 
menyatakan jumlah anggota dari basis. 
 
Contoh 2.9  
 
 
 
 
Gambar 2.9. Graf   
Misal dipilih    {       } , maka representasi titik-titik di    adalah sebagai 
berikut : 
         (                         )           
         (                         )           
         (                      )                   
         (                         )           
         (                         )             
1v 2v
3v4v
c
 Karena representasi setiap titik di    berbeda, maka    merupakan himpunan 
penentu bagi     Selain     graf    juga mempunyai himpunan penentu yang 
lain, yaitu    {     }      merupakan himpunan penentu karena representasi 
setiap titik di   berbeda, yaitu : 
         (                 )         
         (                 )         
         (               )               
         (                 )          
         (                 )            
Akan tetapi jika         dengan        maka   bukan himpunan penentu 
bagi   . Karena setiap titik di    mempunyai derajat lebih besar 3, maka 
setidaknya untuk setiap titik memiliki 3 titik tetangga.  
Dengan demikian,    merupakan himpunan penentu minimum bagi     Jadi, 
           
 
 
 
 
 
 
 
 
 BAB III 
HASIL DAN PEMBAHASAN 
 
Pada bab ini dibahas tentang hasil penelitian penulis dan buktinya serta 
beberapa hasil peneliti lain yang terkait dengan kajian penulis. 
Beberapa peneliti terdahulu menemukan dimensi metrik dari beberapa jenis 
graf, antara lain graf roda dan graf lingkaran. Berdasarkan hasil penelitian 
Buczkowski dkk, pada tahun 2003, dimensi metrik dari graf roda     untuk  
     dan      adalah ⌊
    
 
⌋, sedangkan untuk     dan   adalah  .  
 
3.1 Graf Helm 
Pada sub bab ini dibahas definisi himpunan titik dan himpunan sisi serta 
jarak setiap titik pada graf helm   .  
Contoh 3.1  
 
 
 
 
 
 
Gambar 3.1 Graf Helm   . 
1a 2a
4a
3a
5a
6a
1b 2b
3b
4b5b
6b c
 Berdasarkan Gambar 3.1, diketahui himpunan titik dan himpunan sisi pada 
graf helm    yaitu : 
      {                    }  
      {                     }   {                          }  
Berdasarkan definisi himpunan titik dan himpunan sisi graf helm   
tersebut, diperoleh beberapa sifat yang terkait dengan jarak titik - titik pada graf 
helm   sebagai berikut : 
1.                                                            
2.                                                             
 
3.  (     )  {
                                                                                  
                                                  
                                                                                       
 
4.  (     )  {
                                                                                  
                                                  
                                                                                       
      
5.  (     )  {
                                                                                  
                                                  
                                                                                        
   
 
3.2 Dimensi Metrik Graf Helm 
Pada sub bab ini dibahas tentang penentuan dimensi metrik graf helm 
beserta pembuktian dimensi metrik graf helm. 
 Lemma 1 
Misalkan    merupakan graf helm dengan n   3, maka dim(  ) > 1. 
Bukti: 
Diketahui bahwa banyaknya titik pada    adalah     , di mana terdapat 1 titik 
berderajat  ,   titik berderajat 1 dan   titik berderajat 4.  
Misal, dipilih    { }   dengan             maka terdapat 3 kemungkinan, yaitu 
                   dan           
i. jika         , maka   bertetangga dengan   titik lainnya,  
               sehingga                    Akibatnya,  
                  (terdapat nilai representasi yang sama).  
ii. jika         , maka      untuk suatu  ,                    
sehingga                           
Akibatnya,                       (terdapat nilai representasi 
yang sama). 
iii. jika         , maka      untuk suatu  ,              , 
sehingga                       Akibatnya,           
         (terdapat nilai representasi yang sama). 
Dengan demikian, jika   { }   dengan             maka   bukan 
himpunan penentu. Akibatnya,         
 
 
 
 Teorema 1 Dimensi metrik graf helm    adalah 3. 
Bukti: 
Graf helm    digambarkan sebagai berikut : 
 
 
 
 
 
 
Gambar 3.2. Graf helm    
Berdasarkan Lemma 1            Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa  
           dengan jalan akan dibuktikan bahwa jika       maka   bukan 
himpunan penentu. Untuk itu, dibuktikan 6 kasus berikut . 
Kasus 1. Untuk    {     }  diperoleh representasi titik    dan    terhadap    
adalah  
          (                 )         
          (                 )         
Karena                          maka    {     } bukan himpunan 
penentu bagi     Karena posisi  {     } serupa dengan posisi {     } dan 
{     }, maka {     } dan {     } juga bukan himpunan penentu bagi     
Kasus 2. Untuk    {     }  diperoleh representasi titik   dan    terhadap    
adalah  
        (               )         
a1
b1
a3 a2
b3b2
c
           (                 )         
Karena                         maka    {     } bukan himpunan penentu 
bagi     Karena posisi  {     } serupa dengan posisi {     } dan {     }  maka 
{     } dan {     } juga bukan himpunan penentu bagi     
Kasus 3. Untuk    {    }  diperoleh representasi titik    dan    terhadap    
adalah  
         (                )         
         (                )         
Karena                         maka    {    } bukan himpunan penentu 
bagi     Karena posisi {    } serupa dengan posisi {    } dan {    }  maka 
{    } dan {    } juga bukan himpunan penentu bagi     
Kasus 4. Untuk    {    }  diperoleh representasi titik    dan    terhadap    
adalah  
         (                )         
         (                )         
Karena                         maka    {    } bukan himpunan penentu 
bagi     Karena posisi {    } serupa dengan posisi {    } dan {    }, maka  
{    } dan {    } juga bukan himpunan penentu bagi     
Kasus 5. Untuk    {     }  diperoleh representasi titik   dan    terhadap    
adalah  
         (               )         
         (                 )         
 Karena                         maka    {     } bukan himpunan 
penentu bagi     Karena posisi {     } serupa dengan posisi {     } dan 
{     }, maka {     } dan {     } juga bukan himpunan penentu bagi     
Kasus 6. Untuk    {     }  diperoleh representasi titik   dan    terhadap    
adalah 
         (               )         
          (                 )         
Karena                          maka    {     } bukan himpunan 
penentu bagi     Karena posisi {     } serupa dengan posisi {     }, {     }, 
{     }  {     }  dan {     }  maka  {     }, {     }, {     }  {     }  dan 
{     }  juga bukan himpunan penentu bagi     
Dengan demikian, untuk setiap         dengan        maka   bukan 
himpunan penentu bagi   . Akibatnya,          . 
Misal    {       }  representasi semua titik pada graf    adalah sebagai 
berikut ; 
        (                       )           
         (                           )           
         (                           )           
         (                           )           
         (                           )           
         (                           )           
         (                           )           
 Karena semua titik memiliki representasi yang berbeda maka  
   {       } merupakan himpunan penentu bagi      
Dengan demikian,            
Karena           dan            maka             
 
Teorema 2. Dimensi metrik graf helm    adalah 2. 
Bukti : 
Graf helm    digambarkan sebagai berikut: 
 
 
 
 
 
            Gambar 3.3. Graf helm    
Berdasarkan Lemma 1           atau            Selanjutnya akan 
ditunjukkan bahwa            
Misal dipilih   {     }  representasi semua titik pada graf    adalah 
sebagai berikut : 
        (               )         
         (                 )         
         (                 )         
         (                 )         
         (                 )         
a1
b1
c
b2
a2
b4
a4 a3
b3
          (                 )         
         (                 )         
         (                 )         
         (                 )         
Karena semua titik pada graf    mempunyai representasi yang berbeda 
relatif terhadap    {     }, maka    {     }  merupakan himpunan penentu 
bagi     Dengan demikian,            Jadi,             
 
Teorema 3. Dimensi metrik graf helm    adalah 2. 
Bukti : 
Graf helm    digambarkan sebagai berikut : 
 
 
 
 
Gambar 3.4. Graf helm    
Berdasarkan Lemma 1           atau          . Selanjutnya akan 
ditunjukkan bahwa            
Misal dipilih   {     }  representasi semua titik pada graf    adalah 
sebagai berikut : 
        (               )          
         (                 )         
a1
b1
c
b2 a2
a3b3b4a4
b5
a5
          (                 )         
         (                 )         
         (                 )         
         (                 )         
         (                 )         
         (                 )         
         (                 )         
         (                 )         
         (                 )         
Karena semua titik pada graf    mempunyai representasi yang berbeda 
relatif terhadap   {     }, maka    {     }  merupakan himpunan penentu 
bagi     Dengan demikian,            Jadi,             
 
Teorema 4. Dimensi metrik graf helm    adalah 3. 
Bukti: 
 
 
 
 
                                  
 
Gambar 3.5.Graf helm    
1a 2a
4a
3a
5a
6a
1b 2b
3b
4b5b
6b c
 Berdasarkan Lemma 1            Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa  
           dengan jalan akan dibuktikan bahwa jika       maka   bukan 
himpunan penentu. Untuk itu, dibuktikan 12 kasus berikut. 
Kasus 1. Untuk     {     }  diperoleh representasi titik    dan    terhadap    
adalah 
         (                 )         
         (                 )         
Karena                          maka    {     }  
bukan himpunan penentu bagi     Karena posisi {      } serupa dengan 
{     } {      } {     } {     }  dan {     }  maka {     } {      }  
 {     }  {     }  dan {     } juga bukan himpunan penentu bagi     
Kasus 2. Untuk    {     }  diperoleh representasi titik    dan    terhadap    
adalah 
         (                 )         
         (                 )         
Karena                          maka    {     } bukan himpunan 
penentu bagi     Karena posisi {     } serupa dengan posisi {     } {     } 
{     } {     }  dan {     }   juga bukan himpunan penentu bagi     
Kasus 3. Untuk    {     }  diperoleh representasi titik    dan    terhadap    
adalah  
         (                 )         
         (                 )         
 Karena                           maka    {     } bukan himpunan 
penentu bagi     Karena posisi {     } serupa dengan posisi {     }   dan 
{     }   maka {     }   dan {     }    juga bukan himpunan penentu bagi     
Kasus 4. Untuk    {     }  diperoleh representasi titik   dan    terhadap    
adalah  
        (               )         
         (                 )         
Karena                          maka    {     } bukan himpunan 
penentu bagi     Karena posisi {     } serupa dengan posisi {     } {     } 
{     } {     }  dan {     }   maka {     } {     } {     } {     }  
    {     }    juga bukan himpunan penentu bagi     
Kasus 5. Untuk    {     }  diperoleh representasi titik     dan    terhadap    
adalah  
          (                   )         
         (                 )         
Karena                           maka    {     } bukan himpunan 
penentu bagi     Karena posisi {     } serupa dengan posisi {     } {     } 
{     } {     }  {     }   {     } {     } {     }   {     }   {     }   dan 
{     }  maka {     } {     } {     } {     }  {     }   {     } {     } 
{     }   {     }   {     }   dan {     }   juga bukan himpunan penentu bagi     
Kasus 6. Untuk    {     }  diperoleh representasi titik     dan   terhadap    
adalah  
          (                   )         
         (               )         
Karena                           maka    {     } bukan himpunan 
penentu bagi     Karena posisi {     } serupa dengan posisi {     } {     } 
{     } {     }  {     }  {     }  {     } {     } {     } {     }  dan 
{     }  maka  {     } {     } {     } {     }  {     }  {     }  {     } 
{     } {     } {     }  dan {     }  juga bukan himpunan penentu bagi     
Kasus 7. Untuk    {     }  diperoleh representasi titik     dan    terhadap    
adalah  
          (                   )         
         (                 )         
Karena                            maka    {     } bukan himpunan 
penentu bagi     Karena posisi {     } serupa dengan posisi {     } {     } 
{     } {     }  dan {     }   maka {     } {     } {     } {     }  dan 
{     }   juga bukan himpunan penentu bagi     
Kasus 8. Untuk    {    }  diperoleh representasi titik     dan    terhadap    
adalah  
          (                  )         
         (                )         
Karena                           maka    {    } bukan himpunan penentu 
bagi     Karena posisi {    } serupa dengan posisi {    } {    } {    } 
{    }  dan {    }   maka {    } {    } {    } {    }  dan {    }     juga 
bukan himpunan penentu bagi     
 Kasus 9. Untuk    {    }  diperoleh representasi titik     dan    terhadap    
adalah  
          (                )         
         (                )         
Karena                            maka    {    } bukan himpunan 
penentu bagi     Karena posisi {    } serupa dengan posisi {    } {    } 
{    } {    }  dan {    }   maka {    } {    } {    } {    }  dan 
{    }    juga bukan himpunan penentu bagi     
Kasus 10. Untuk     {     }  diperoleh representasi titik     dan    terhadap 
    adalah  
           (                   )         
          (                 )         
Karena                              maka     {     } bukan himpunan 
penentu bagi     Karena posisi {     } serupa dengan posisi {     } {     } 
{     } {     }  dan {     }   maka {     } {     } {     } {     }  dan 
{     }   juga bukan himpunan penentu bagi     
Kasus 11. Untuk     {     }  diperoleh representasi titik     dan   terhadap     
adalah  
           (                   )         
         (               )         
Karena                             maka     {     } bukan himpunan 
penentu bagi     Karena posisi {     } serupa dengan posisi {     } {     } 
 {     } {     }  dan {     }   maka {     } {     } {     } {     }  dan 
{     }   juga bukan himpunan penentu bagi     
Kasus 12. Untuk     {     }  diperoleh representasi titik    dan    terhadap 
    adalah  
          (                   )         
          (                 )         
Karena                              maka     {     } bukan himpunan 
penentu bagi     Karena posisi {     } serupa dengan posisi {     }   dan 
{     }  maka {     }   dan {     }   juga bukan himpunan penentu bagi     
Dengan demikian, untuk setiap         dengan        maka   bukan 
himpunan penentu bagi     Akibatnya,            
Misal     {       }  representasi semua titik pada graf    adalah sebagai 
berikut: 
         (                      )           
          (                         )           
          (                         )           
          (                         )           
          (                         )           
          (                         )           
          (                         )           
          (                         )           
          (                         )           
           (                         )           
          (                         )           
          (                         )           
          (                         )           
Karena semua titik memiliki representasi yang berbeda terhadap     {       }, 
maka     {       } merupakan himpunan penentu bagi     dengan demikian, 
           Karena           dan            maka             
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa         ⌊
    
 
⌋  untuk      
Untuk tujuan tersebut, pertama akan ditunjukkan bahwa           dengan 
    ⌊
    
 
⌋  maka   bukan himpunan penentu bagi     
Untuk tujuan tersebut, beberapa lemma digunakan sebagai berikut : 
Lemma 2.  
Misalkan       dengan   
   ⌊
    
 
⌋  dan    {          }  maka  
  bukan 
himpunan penentu bagi     
Bukti : 
Ada dua kemungkinan : 
I. Ada dua titik           
             dan 
                 
    
II.  Ada titik       dan           
        
            
      
            dan                
  {  }   
Jika kemungkinan I yang benar, maka            dan                
    
Dengan demikian,       
         
    
 Jika kemungkinan II yang benar, maka       
                
       {  }       
      dan                
  {  }  
Dengan demikian,       
         
    
Hal ini menunjukkan bahwa    bukan himpunan penentu bagi      
Lemma 3. 
Misalkan       dengan   
   ⌊
    
 
⌋  dan    {          }  maka  
  bukan 
himpunan penentu bagi     
Bukti: 
Ada dua kemungkinan : 
I. Ada dua titik           
            dan                
    
II. Ada titik       dan           
        
          
      
         dan                
  {  }   
Jika kemungkinan I yang benar, maka            dan                
    
Dengan demikian,       
         
    
Jika kemungkinan II yang benar, maka       
           
      
          dan                
  {  }   
Dengan demikian,       
         
    
Hal ini menunjukkan bahwa    bukan himpunan penentu bagi      
Lemma 4. 
Misalkan        dengan             dengan          dan 
     ⌊
    
 
⌋  maka    bukan himpunan penentu bagi     
 
 Bukti: 
Ada empat kemungkinan: 
I.  Ada dua titik                
  yang mempunyai jarak lebih besar   
atau sama dengan dua ke titik-titik yang ada pada   . 
II. Ada dua titik                
  yang memenuhi dua syarat berikut. 
a. Titik    dan    mempunyai jarak 1 ke salah satu titik yang ada 
 pada   . 
b. Titik    dan    mempunyai jarak lebih besar atau sama dengan dua ke 
semua titik yang ada pada     kecuali titik yang disebut pada bagian a. 
III. Ada dua titik                
  yang mempunyai jarak lebih besar 
atau sama dengan tiga ke titik-titik yang ada pada   . 
IV. Ada dua titik                
  yang memenuhi dua syarat berikut. 
a. Titik    dan    mempunyai jarak 2 ke salah satu titik yang ada 
        pada   . 
b. Titik    dan    mempunyai jarak lebih besar atau sama dengan tiga ke         
 semua titik yang ada pada     kecuali titik yang disebut pada bagian a. 
Jika kemungkinan I yang benar, maka diperoleh                
      
dan                
     Dengan argumentasi yang sama dengan 
sebelumnya, diperoleh juga                
    dan 
                
      
Dengan demikian,       
         
    
 Jika kemungkinan II yang benar, tanpa mengurangi pembuktian pada bagian ini, 
dapat dimisalkan bahwa salah satu titik pada    yang mempunyai jarak 1 ke   dan 
   adalah  
        atau         . 
- .Jika titik yang dimaksud adalah     maka diperoleh     ,  
       
    ,            
  {  } dan     ,          
  {  }   
Lebih lanjut, diperoleh juga     ,  
       
    ,            
  {  } dan     ,          
  {  }.  
Dengan demikian,       
         
    
- Jika titik yang dimaksud adalah     maka diperoleh     ,  
       
         ,            
  {  } dan     ,            
  {  }   
     Lebih lanjut, diperoleh juga     ,  
          ,            
  {  }  
          dan     ,            
  {  }  Dengan demikian,       
         
    
Dengan demikian,       
         
    
Jika kemungkinan III yang benar, maka diperoleh                
      
dan                
     Dengan argumentasi yang sama dengan 
sebelumnya, diperoleh juga                
    dan 
                
      
Dengan demikian,       
         
    
Jika kemungkinan IV yang benar, tanpa mengurangi pembuktian pada bagian ini, 
dapat dimisalkan bahwa salah satu titik pada    yang mempunyai jarak 2 ke    
dan    adalah  
       atau         . 
- .Jika titik yang dimaksud adalah     maka diperoleh     ,  
        
           ,            
  {  } dan     ,           
  {  }   
      Lebih lanjut, diperoleh juga     ,  
       
          ,            
  {  } dan 
     ,           
  {  }. Dengan demikian,       
         
    
- Jika titik yang dimaksud adalah     maka diperoleh     ,  
       
         ,            
  {  } dan     ,            
  {  }   
     Lebih lanjut, diperoleh juga     ,  
          ,            
  {  }  
           dan     ,            
  {  }   
           Dengan demikian,       
         
     
Hal ini menunjukkan bahwa    bukan himpunan penentu bagi      
Berdasarkan lemma 2, 3, dan 4, diperoleh teorema berikut. 
 
Teorema 5.  Misal         dengan     ⌊
    
 
⌋  maka   bukan himpunan 
penentu   bagi    untuk      
 
Teorema 6.  Dim      =⌊
    
 
⌋ untuk      
Bukti:  
Berdasarkan teorema 5 diperoleh         ⌊
    
 
⌋ untuk      
Selanjutnya akan dibuktikan bahwa         ⌊
    
 
⌋ untuk      
 Untuk tujuan tersebut, pemilihan titik-titik    di   yang merupakan himpunan 
penentu bagi    dengan     ⌊
    
 
⌋ akan dibagi menjadi dua bagian sebagai 
berikut: 
1. Misal pilih   {                        }     ⌊
    
 
⌋  berlaku untuk 
4 kasus yakni         ,         ,         , dan  
         maka diperoleh representasi titik-titik di       terhadap   
sebagai berikut : 
                        
                                                                 
                                    
                                    
                                    
                                                              dan    , 
di mana angka   masing-masing berada pada posisi ke.
    
 
  
                                                              dan    , 
di mana angka   masing-masing berada pada posisi ke.
    
 
  
                                                          dan    , 
di mana angka   masing-masing berada pada posisi ke- 
    
 
, 
                                                          dan    , 
di mana angka   masing-masing berada pada posisi ke- 
    
 
, 
                                                          dan    , 
 di mana angka   masing-masing berada pada posisi ke- 
    
 
 dan 
 ke- 
    
 
   . 
                                                     
                                                     
                                                     
                                                     
                                                         dan    , 
di mana angka   masing-masing berada pada posisi ke.
    
 
  
                                                         dan    , 
di mana angka   masing-masing berada pada posisi ke.
    
 
  
                                                         dan    , 
di mana angka   masing-masing berada pada posisi ke- 
    
 
, 
                                                         dan    , 
di mana angka   masing-masing berada pada posisi ke- 
    
 
, 
                                                      dan    , 
di mana angka 2 masing-masing berada pada posisi ke- 
    
 
 dan ke- 
    
 
   . 
Untuk lebih jelasnya, representasi titik-titik di        terhadap   akan dibagi 
menjadi 4 kasus berikut : 
Kasus 1. Untuk           
Misal pilih   {                        }  dengan        dan 
      ⌊
    
 
⌋  representasi titik-titik di       sebagai berikut: 
                               
                                 
 
                               
                                 
Karena setiap titik pada graf    dengan           memiliki representasi 
yang berbeda terhadap   {                        } dengan        dan 
     ⌊
    
 
⌋, maka   merupakan himpunan penentu bagi        
Jadi,         ⌊
    
 
⌋    
Kasus 2. Untuk           
Misal pilih   {                        }  dengan        dan 
     ⌊
    
 
⌋  representasi titik-titik di       sebagai berikut: 
                               
                                 
 
                               
                                 
Karena setiap titik pada graf    dengan           memiliki representasi 
yang berbeda terhadap    {                        }  dengan        
dan      ⌊
    
 
⌋, maka   merupakan himpunan penentu bagi        
 Jadi,         ⌊
    
 
⌋    
Kasus 3. Untuk          
Misal pilih   {                        }  dengan        dan 
     ⌊
    
 
⌋  representasi titik-titik di       sebagai berikut: 
                               
                               
                                 
 
                               
                               
                                 
Karena setiap titik pada graf    dengan           memiliki representasi 
yang berbeda terhadap   {                        }  dengan        dan 
     ⌊
    
 
⌋, maka   merupakan himpunan penentu bagi        
Jadi,         ⌊
    
 
⌋    
Kasus 4. Untuk          
Misal pilih   {                        }  dengan        dan 
     ⌊
    
 
⌋  representasi titik-titik di       sebagai berikut: 
                               
                               
                               
                                 
                                
                               
                               
                                 
Karena setiap titik pada graf    dengan           memiliki representasi 
yang berbeda terhadap   {                        }  dengan        dan 
     ⌊
    
 
⌋, maka   merupakan himpunan penentu bagi        
Jadi,         ⌊
    
 
⌋    
2. Misal pilih   {                          }   dan     ⌊
    
 
⌋  berlaku 
untuk 1 kasus yakni         , maka diperoleh representasi titik-titik 
di       terhadap   sebagai berikut : 
                        
                               
                               
                               
                                 
                                                       dan    , 
di mana angka   masing-masing berada pada posisi ke- 
    
 
. 
                                                       dan    , 
di mana angka   masing-masing berada pada posisi ke- 
    
 
. 
                                                       dan    , 
 di mana angka   masing-masing berada pada posisi ke- 
    
 
. 
                                                      dan    , 
di mana angka   masing-masing berada pada posisi ke- 
    
 
. 
                                                     dan    , 
di mana angka   masing-masing berada pada posisi ke- 
    
 
 dan ke- 
    
 
    
                               
                               
                               
                                 
                                                   dan    , 
di mana angka    masing-masing berada pada posisi ke- 
    
 
  
                                                   dan    , 
di mana angka   masing-masing berada pada posisi   - 
    
 
  
 
                                                       dan    , 
di mana angka   masing-masing berada pada posisi ke- 
    
 
. 
                                                       dan    , 
di mana angka   masing-masing berada pada posisi ke- 
    
 
. 
                                                     dan    , 
di mana angka   masing-masing berada pada posisi ke- 
    
 
 dan  
 ke- 
    
 
    
Selanjutnya, untuk        maka representasinya adalah 
                               
                                 
 
                               
                                 
Karena setiap titik pada graf    dengan           memiliki representasi 
yang berbeda terhadap   {                          } dan     ⌊
    
 
⌋  
maka   merupakan himpunan penentu bagi        
Jadi,         ⌊
    
 
⌋    
Selain dengan cara mendaftarkan representasi semua titik seperti bukti diatas, 
representasi titik dapat juga ditinjau dari pembagian kasus-kasus sebagai berikut : 
Kasus 1. Untuk            
Misal dipilih   {                          }  maka      ⌊
    
 
⌋  
 Akan ditunjukkan bahwa   {                          }   dan 
     ⌊
    
 
⌋ adalah himpunan penentu dari     
Ambil           dengan      selanjutnya akan ditunjukkan bahwa 
representasi dari   dan   terhadap   berbeda. Pembuktian ini akan dibagi dalam 
beberapa kasus dan sub kasus. 
 A.     atau      
Jika      maka  (    )    dan  (    )    untuk suatu       Jadi, jika 
     maka                
Jika      maka  (    )    dan  (    )    untuk suatu       Jadi, jika 
     maka                
B.     dan      
B.1.     atau      
Jika      maka  (    )    untuk setiap       Hal ini menunjukkan 
bahwa                 
Begitu pula jika      maka  (    )    untuk setiap        
Hal ini menunjukkan bahwa                
B.2.     dan      
B.2.1.      atau       
           Jika       maka            Jadi titik yang mungkin 
mempunyai representasi yang sama dengan   adalah    atau    
karena                       Namun demikian,           
tetapi             begitu pula            tetapi  
                   . Oleh karena itu, representasi   dan    begitu pula 
representasi   dan   terhadap   berbeda. 
Jika       maka            Jadi titik yang mungkin 
mempunyai representasi yang sama dengan   adalah    atau    
karena                     Namun demikian,           
tetapi             begitu pula            tetapi 
           . Oleh karena itu, representasi   dan    begitu pula 
representasi   dan   terhadap   berbeda. 
B.2.2.      dan       
        B.2.2.1.      atau       
Jika       maka            sehingga titik yang 
mungkin mempunyai representasi yang sama dengan   
terhadap   adalah    dan    untuk setiap  ,     dan 
   , karena                      Akan tetapi 
           dan             
Oleh karena itu,                . Pada sisi lain, 
 (    )    untuk setiap     , sedangkan  (     )    
atau   untuk suatu    dengan          
Oleh karena itu,   tidak mempunyai representasi yang 
sama dengan salah satu    untuk     dan       
Dengan demikian,                
Begitu pula, jika      maka akan menunjukkan bahwa 
               
B.2.2.2.      dan        
              B.2.2.2.1.      dan      untuk   dan   genap. 
       Tanpa mengurangi berlaku umumnya pembuktian, 
bisa dimisalkan      Karena   genap, maka     
ganjil sehingga         Dapat dilihat bahwa 
              sedangkan               Jadi, 
               
              B.2.2.2.2.      dan     . 
       Jika   ganjil maka     , sehingga            
tetapi             Jika   genap, maka     dan 
    ganjil, sehingga 
                                sedangkan 
             atau                
       Jadi,                
               B.2.2.2.3.      dan     . 
       Jika   genap, maka     ganjil dan       , 
sehingga               tetapi 
                     Oleh karena itu,                
              B.2.2.2.4.      dan      untuk   dan   ganjil. 
       Tanpa mengurangi berlaku umumnya pembuktian, 
bisa dimisalkan      Karena   ganjil, maka     
genap sehingga         Dapat dilihat bahwa 
             sedangkan               
       Jadi,                
              B.2.2.2.5.      dan     . 
       Jika   genap maka     , sehingga            
tetapi             Jika   ganjil, maka     dan 
    genap, sehingga 
                                sedangkan 
             atau                
        Jadi,                
               B.2.2.2.6.      dan     . 
       Jika   ganjil, maka     genap dan       , 
sehingga               tetapi 
                 Oleh karena itu,                
Dari keseluruhan kasus dan sub kasus terlihat bahwa untuk setiap           
dengan     diperoleh                Akibatnya,   adalah himpunan penentu 
bagi      
Dengan cara yang serupa, hal ini dapat dilakukan untuk empat kasus lainnya, 
yaitu                             dan           dengan 
    ⌊
    
 
⌋  
Karena         ⌊
    
 
⌋ dan         ⌊
    
 
⌋  maka         ⌊
    
 
⌋     
 
Teorema 7.                 ⌊
    
 
⌋ untuk     dan      
Bukti: 
Berdasarkan teorema 6 diperoleh         ⌊
    
 
⌋ serta hasil penelitian 
Buczkowski dkk, pada tahun 2003, diperoleh         ⌊
    
 
⌋ untuk     dan 
      
Dengan demikian,                 ⌊
    
 
⌋ untuk     dan          
 BAB IV 
PENUTUP 
 
4.1    Kesimpulan  
Berdasarkan hasil yang diperoleh maka dapat disimpulkan bahwa dimensi 
metrik graf helm      adalah 
i.                          
ii.         ⌊
    
 
⌋                     
iii.                 ⌊
    
 
⌋                      
4.2 Saran 
Bagi yang ingin mengkaji tentang dimensi metrik suatu graf, penulis 
menyarankan untuk menggunakan program agar memudahkan pencarian dimensi 
metrik suatu graf tanpa harus mencoba satu persatu titik-titik pada graf tersebut. 
Selain itu, penulis berharap akan ada yang tertarik untuk mengembangkan graf 
helm. 
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